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ので、その点はご了承いただきたい。
　特に断らないかぎりえは任意標数の代数閉体とし、代数多様体は全てん上射影的かつ
正規、さらにQ分解的とする。簡単のため因子とそれが定める因子的層とをしばしば混
同した書き方をする。因子といった場合、特に断らない限りは（R因子ではなく）Z因子を
指すことにする。
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借りしてお礼を申し上げます。
2　森夢空間入門
2．1森夢空間
定義2．1．体丘上の射影的正規代数多様体Xが以下の条件を満たすとき、森夢空間と呼
ばれる。
1．XはQ分解的であり、因子類群Cl（X）は有限生成。
2．nef　cone　Nef（X）が有理凸であり、　nefな直線束は全てsemi－ample（つまり、何回
　か捻れば大域切断で生成される）。
3．余次元2以上の閉集合を除いたところで同型な双有理射∫いX－一÷晃が有限個存
　在し、各Xεも条件1、2を満たす。さらに、movable　cone　M◎v（X）はガ（Nef（Xz））
　たちの合併になっている。
　定義の条件3に出てくるm◎題ble　co堤とは、完備線型系が固定部分を持たない
（＝movableな）因子が張る錐体である。　Movableな因子の完備線型系は余次元2以上の
固定点集合を持つかもしれないが、適当なモデルに取り替えれば（必要ならば何回か捻っ
て）固定点集合を無くせる、というのが条件3の意味である。
　森夢空間の例を幾つか挙げよう。
例2．2．nを3以上の自然数、　X⊂pn＋1を非特異射影超曲面とする。　Le£schetzの定理
より、Pic（X）＝zOx（1）が成立する。従ってXは自明に森夢空間である。
　この例からわかるように、一般型の代数多様体でも森夢空間になることはある。
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例2．3．＊1X⊂P1×P3を次数（2，4）の一般な超曲面とする。再びLe£sche故より、
Pic（X）＝ZOx（1，0）㊤ZOx（0，1）である。また、すぐわかるようにXは3次元Calabi－
Yau多様体である。
　第二射影から定まる自然な射了：X→P3を考えると、これは次数2のgene益
cally　finite射である。これを解析するためにXの定義方程式をX8∫o（yb，＿，y…）＋
XoX1∫1（玲，＿，y5）÷Xぞヌ2（玲，＿，玲）と書く。ゐ，五，ゐは次数4の斉次多項式であ
る。これからわかるように、∫の丘berが有限個の点にならないのは（γ6：…：Y5）∈P3
がヵ，五，ゐの共通零点になっているときであり、そこでの負berはP1と同型である（共
通零点は43＝64点ある）。∫のStein分解を取り、連結丘ber射の部分をg：X→y’と
する。頁xが自明であるので、gは64本のピを潰すH◎pping　contどac』nである。　gの
flopをg’：X’→Yとする。
　一方、∫：X→肥3に関する被覆変換をLとすると、これはXの位数2の双有理自己同
型である。［Og，　Theorem　3．3］の証明と同様の議論により、
L＊Ox（0，1）＝Ox（0，1），　Ox（1，0）十L＊Ox（1，0）＝Ox（0，4）
が成立する。このことからX’＝X、〆＝g。↓が成立することがわかる。
　以上よりMov（X）はOx（1，0）とム＊Ox（1，0）＝Ox（－1，4）で張られる錐体であ
り、Mov（X）はNef（X）＝］R≧⑪Ox（1，0）十IR≧00x（0，1）とNef（X’）＝L＊Nef（X）＝
盈≧◎Ox（0，1）＋盈連Ox（－1，4）の合併である。以上をもとにM◎v（X）を描くと以下のよ
うになる。
〆Ox（1，0）＝Ox（－1，4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　Ox（1，0）
こうしてXが森夢空間であることがわかる。
例2．4．射影的かつQ分解的な七〇ric多様体は森夢空間である。これは以下で述べるよう
＊1この例は城之崎での講演後に小木曽先生に教えて頂きました。
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にCox環が有限生成であることを確認することによって確かめられる（定理2．13）。
　森夢空間という名前の由来であるが、はっきりしたことは筆者の知る限りではどこにも
明記されていない。恐らく、この名前には「森理論＝極小モデル理論が夢のようにうま
くいく代数多様体」という意味がこめられている。実際、Dを森夢空間上の因子としたと
き、D一因子収縮かD一フリップを有限回繰り返した後D－nefモデルかD一森ファイバー空
間にたどり着くことが証明できるのである［HK，　Proposition　1．11］。　Dがログ標準因子で
無い場合にも極小モデルプログラムを走らせることが可能である、ということには実際的
な利点がある（たとえば［GOST］では（一κx）一極小モデルを考えることが大切であった）
のであるが、通常の場合と違い、プログラムを進めるにつれて特異点がだんだんと悪くな
る可能性があることに注意しなければならない。
　任意の因子に対して極小モデルプログラムが走るという性質は、実は森夢空間の定義よ
りも微妙に弱い。例えばK3曲面は全てこの性質を持つのであるが、それらが全て森夢空
間というわけではない。この辺の事情を説明しよう。
命題2．5．Xをκ3曲面或いはEη吻μe3曲面とする。このとき以下は同値である。
1．Xは森夢空間。
2．Xのπe∫coηeは有理凸。
3．Xの自己同型群は有限。
Proo兇1と2の同値性は［AHL］で初めて証明されたのだが、ここでも簡単に説明をする。
　Xは曲面であるので、これが森夢空間であることと、nef　coneが有理凸かつnef因子が全
てsemi－ampleであることとが同値である。　Riemann－Rochとlog　mmp、　log　abundance
よりK3曲面やEnriques曲面については任意のnef因子がsemi－ampleであるというこ
とがわかる（R因子については不成立であるので注意！！）。以上より1と2が同値であ
ることがわかる。1から3は標準的な議論で示せる（例えば［Og，　Theorem　3．1（3）］の
証明を参照のこと）。最後に3から2だが、これはいわゆるMorrison予想の一部である
（［Kaw，　Theorem　2．1］）。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
　尚、高次元のCalabi－Yau多様体や射影的複素シンプレクティック多様体についても同
様のことが成り立つと期待されている（ただしこの場合は自己同型群の有限性ではなく双
有理自己同型群の有限性を考えるべきである）。
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2．2　Cox環とVGIT
定義2．6．射影的正規代数多様体Xと、X上のWea因子がなす有限生成な半群r⊂
Wdiv（X）を考える。　rの多重切断環丘x（r）とは、　rで次数付けされた以下で定まる紅
代数である。
　　　　　　　　　　　　Rx（r）一㊥H°（x，　Ox（D））・
　　　　　　　　　　　　　　　　　D∈r
これはWei1因子Dの切断環
　　　　　　　　　　　　R（x，D）＝ΦHO（x，　Ox（mD））
　　　　　　　　　　　　　　　　　ηじ≧0
の一般化である。
定義2．7．射影的正規代数多様体XはQ分解的であり、因子類群Cl（X）は有限生成で
あるとする。x上のWei1因子がなす有限生成群rであって、自然な射
　　　　　　　　　　　　　　　　「◎→Cl（X）Q
が同型であるものを考える（・Q＝・⑧zQ～）。このとき、　rの多車切断環Rx（r）をxの
Cox環と呼ぶ。
注意2．8．C▲（X＞がt◇rsi◎n　freeな場合、　rとしてCl（X）と同型になるものを選ぶのが
普通である。この場合、Cox環のCl（X）による次数つき環としての同型類は一意に定
まる。一般の場合にはCox環は一意に定まらないが、有限生成性や特異点に関する性質
（1◎gte巫i聡1，log　cano簸輌calなど）はこの曖昧さに依らない。詳しくは［GOSTうRemaTk
2．171を参照のこと。
例2．9．Example　2．2で見たように、3次元以上の非特異射影超曲面XのPicard群は
ZOx（1＞である。従って、Ox（1＞の切断環R（X，　Ox（1））・＝刈X◎，＿，X肝11／（F（X◎，＿，X叶1）〉
はXのC◎x環である（FはXの定義方程式）。
例2．10．Xを射影的toric多様体であるとする。己のとき、［Co］で証明されたようにX
のCox環は多項式環と同型である。さらに、多項式環の各変数はXのtorus不変な既約
因子と1対1に対応する。
　Cox環はrによる次数付けがあるため、　rの双対七〇rus　T＝Homgp（r，ん＊）が次のよう
に作用する：5∈HO（X，　Ox（D））CRx（r）とg∈Tに対しg・8＝g（D）3。この作用に
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よりTはV＝Spec　Rx（r）に作用するので、これに関するGIT（幾何学的不変式論）が考
えられる。これについて少し復習しよう。
　因子D∈rに対し、Tの指標eVDをev1）（g）＝g（D）∈κ＊で定める。これに対して半
安定点集合y58（eVD）⊂γが定まる。　V88（eVD）はTの作用で不変な開部分集合である。
GITの一般論からy85（evD）のTによる圏論的商（categorical　quotient）γs8（evD）→
ys5（eVD）／／Tが存在し、それはProj（丑（eVD））と同型であることがわかる。ただし、こ
こでR（evD）は指標evDに関するsemi－invariantたちのなす環である。ただしRx（r）
の元∫が指標evDに関するsemi－invariantであるとは、ある正数mが存在して
9・∫＝eVD（9）m∫（∀9∈T）
が成立することをいう。このmによってR（eVD）には次数付けが入っていることに注意
する。
例2．11．Xを例2．2に出てくる射影超曲面としよう。
V＝Spec　IC［Xo，．．．，Xη＋11／（F（Xo，．．．，Xπ＋1））＝V（F）⊂Aπ＋2
である。このときV＼vss（eVA）＝｛（0，＿，0）｝∈Vであり（A＝Ox（1））、
ys8（evA）／／が＝Proj（司Xo，＿，Xπ＋1］／（F（Xo，．．．，Xπ＋1）））＝Xである。
　Dを取り替えるごとにR（eVD）も変わるため、商も変わる。指標に依存してこのよう
にGIT商が変化することをVGIT（variation　of　GIT　quo七ients）と呼ぶ。
　さて、定義に戻って考えればわかるようにR（eVD）＝R（X，　D）が成立する。これに注
意して、Cox環のVGITと直線束の幾何学の対応を考える。森夢空間上の豊富な因子A
を1つ固定しよう。任意に因子Dを取ってきたとき、以下のような可換図式を得る。
y・・（・VA）－L　v・・（・VA）∩γ・・（・VD）一⊆→y・・（・VD）
γ・・（・v。）／τ←二y・・（・VA）∩V・・（・VD）／T－＞y・8（・VD）／／T
↓竺　　　　　　↓竺
　　X－一一一一一一一一一砺一一一一一一一＞Proj　R（X，　D）
（⊂は開埋め込み）
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　上記の図式において、／rは幾何学的（geometric）商を表す。幾何学的商は特に圏論的
商であるのだが、更に強く、商空間の点が群作用の軌道と1対1に対応しているという
ことまで言える（圏論的商の場合、商空間の点は閉軌道のみを分類する）。また、ψDは
Pr◎jR（X，D）の定義から自然に定まる有理射である。これからわかるように、2つの因
子D，Eについて半安定点集合が一致していれば、有理射ρDと～題が同型になる。これ
を精密化すると、以下の命題を得る（［Ok，　Pr◎p◎s撮◎n　6．8｝）。
命題2．12．Xを森夢空間、　D、　EをXの上の因子とする。このとき、以下は同値である。
∫．V88（eVD）＝vss（eVE）。
2．ψDとψEは同型であり、更にB（D）＝B（E）が成立する。
　上の命題において、取D）灘∩mB81m1）1はDのstable　b爺d◎cusである。この命題
により、Pic（X）皿の上に等価な2通りの同値関係が入ることに注意する。また、命題の
証明で使う議論を発展させることで以下の重要な定理（＝但K，Pr◎p◎siti◎n　2．91）を得る。
定理2．13．射影的正規代数多様体XはQ分解的であり、因子類群C1（X）は有限生成で
あるとする。このとき、Xが森夢空間であることとXのOo∬環が有限生成であることは
同値である。
射影的七〇ric多様体のCox環は有限生成な多項式環であったので、上の定理からただち
に森夢空間であることがわかる。
森夢空間の大切な例として、F砿o型の多様体がある。
定義2．14．射影的正規代数多様体XがFano型であるとは、適当なeffective　Q因子△
について（X，△）がkltでありかつ一（Kx＋△）が豊富になることを言う。
錐体定理より、標数0の体上定義されたFano型多様体のnef　coneが有理凸であるこ
と、更に任意のnef因子がsemi－ampleであることがわかる。近年［BCHMIにおいて次
が証明された（｛BCHM，　C◎rdlary　1．3．2i）。
定理2．15．標数◎の体上定義された施πθ型多様体は森夢空間である。
Cox環の特異点によるFano型多様体の特徴付けについては§3．4を参照のこと。
コメント2．16．多重切断環の有限生成性が直線束の幾何学と深く関わる、という現象は
Cox環に限らない。多重切断環Rx（r）が有限生成なとき、半群rが張る錐体のことを
［HK］では森夢領域と呼んでいる。この領域の直線束に関しては、森夢空間と同様に（極小
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モデル理論の観点から）良い性質を期待できるのである。
　rとして有限個のログ標準因子が生成する半群を考えることにより、多重切断環の有限
生成性から極小モデル理論を再構築するという立場もある（［CL］）。
3　筆者の研究結果、いくつかの未解決問題
3．1GKZ分解の一般化
　上述の通り、森夢空間Xの直線束の幾何とCox環のVGITには密接な関係がある。こ
れについてもう少し考えよう。先と同様rQとC1（X）Qは同型であるとする。さらにrQ
とX（T）Q（X（T）はTの指標群）には自然な同型D｝→eVDが存在する。これらを合わせ
て自然な同型Cl（X）Q→X（τ）Qを得る。この同型によってe価ective　coneに対応するの
は、半安定点集合が空でないような（く⇒非自明なsemi－invaraintが存在するような）
指標がなすconeである。
　さて、命題2．12で等価な2通りの同値関係を導入した。e任ective　coneに、この同値関
係を反映する扇の構造が入るというのが最初の結果である。
定理3．1．森夢空間Xのe∬ec鋤e　coηeの上には、或る扇の構造が入る。その扇に属する
錐体の相対内部は命題2．12に現れた偉価な2通りのノ同値関係についての同値類に一致
する。
　詳しくは［Ok，　Proposi七ion　6．8］を参照されたい。　toric多様体の場合、この扇構造は
Gelfand－Kapranov－Zelevinsky（GKZ）分解として［OP］で導入されている。また、［Okl
ではZariski分解に注目してこの扇を導入したのであるが、　Cox環のVGITの観点からは
GIT扇［Hau］と呼ばれるものに一致する。例2．3の場合、図に描いたとおり2次元の錐
体が2つ、1次元の錐体が3つという扇になっている。他の例は、例えば［Ok，　Example
9．1］を参照されたい。以下、森夢空間Xの扇をFan（X）と書くことにする。
3．2　森夢空間と全射
　一般に森夢空間をブローアップしたり変形したりすると、森夢空間でなくなる。一方
で、像を取るぶんにはこの性質は保たれる（［Ok，　Theorem　1．1］）。
定理3．2．Xを森夢空間、∫：X→γを任意の全射とする汐も正規かつQ分解的とす
るノ。このとき、γも森夢空間である。
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　証明は、γのCox環が有限生成であることをXのCox環が有限生成であることから
導くという議論である。この結果は標数に依らずに成立する。
　一方、∫から単射∫＊：Pic（γ）R→Pic（x）Rが定まるが、これによってxとγの扇を
比べることができる。実は、γの扇はXの扇の「制限」になっているということがわか
る（｛Ok，　The◎ぎem　1．2］）。
定理3．3．定理32の状況で
F・n（γ）－Fan（X）IP・・（Y）R
が成立する。
　ただしFan（X）IPi，（γ）、はFal1（X）に属する錐体と部分空間Pic（γ）Rの共通部分を取
ることで得られる扇である。
定理3．1で錐体の相対内部に2通りの解釈を与えたので、それぞれに対応してこの定理
の証明も2通り与えることができる60k］参照）。
3．3　森夢空間のglobal　Okounkov　body
　｛LM］において（global）Okounkov　bodyと呼ばれる概念が導入された。正確な定義は
［LM］に譲るが、概要は以下の通りである。　Xをη次元射影的代数多様体、五をその上の
ぴg直線束とする。Xの部分多様体の列
万＝（玲＝x⊇ち⊇…⊇玲ぱ｛ρ¢｝）
（旗と呼ばれる。）を与えるごとに、皿π内の有界閉凸部分集合△玲（X，L）が定まり、　Lの
（万に沿った）Okounkov　bodyと呼ばれる。これはLの漸近的な情報を色々と含んでい
ると期待されており、例えば△石（x，L）のEuclid体積（のη！倍）はLの体積に一致す
るごとが知られている。また、Okoukov　bodyを用いてLの（非常に一般な点における）
Seshadri定数が評価できることがわかっている［1］。例えばtoric多様体の場合、豊富な直
線束のOk◎unk◎v　b◎dyはm◎ment　p◎lyt◎peに一致する。
　Ok◎unk◎v　b◎dyを全ての直線束について束ねたものがglobal　Okou負k◎v　b◎dyであ
る。これは皿π×N『1（X＞R内の閉凸錐であり、big直線束L∈N1（X）での昼berがLの
Okounkov　bodyと一致するものとして特徴付けられる（旗万は固定しておく）。
　さて、一般に（global）Okomkov　bodyは有理凸ではない。また、有理凸性は旗の選択
にも依存する。一方で、非特異toric多様体の場合、　toric　8trataを使って作った旗に関
するglobal　Okounkov　bodyは有理凸であることが知られている［LM，　Proposition　6．1
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（ii）］。森夢空間はtoric多様体の拡張であるので、同様の性質が成り立つが否かが気にな
る。すなわち、
問題3．4．森夢空間Xは、global　Okounkov　bodyが有理凸になるような旗を持つか？
上記の問題は［LM，　Problem　7．1］であり、筆者のオリジナルではない。これについて
［Ok3］で考察した。
注意3．5．森夢空間Xについては体積関数がN1（X）R上の区分的多項式であることがわ
かっている。これは、森夢空間上の任意の直線束にZariski分解が存在すること、及びそ
れが区分線型的であること（より精密に、Fan（X）の極大錐体上では本当に線型である。）
からすぐに従う。問題3．4はこの事実の精密化になっていることに注意する。
問題3．4は曲面については正しい（［Ok3，　Lemma　1．2］）。
命題3．6．森夢曲面上にはglobα1ぴoμ砿ou　bo吻が有理凸になるような旗が存在する。
　一般次元の場合を考えると、Okounkov　bodyを次元に関して帰納的に計算したくなる。
これは、△旨（X，L）の切り口がyi上の或る直線束のOkounkov　bodyと関係する（理想
的な状況では一致する）からである（［Ok3，　Lemma　4．1］）。この方法で考えていくと、次の
素朴な問題を解決する必要が出てくる。
問題3．7．3次元以上の森夢空間Xは、既約な因子であってそれ自体が森夢空間であるも
のを持つか？
　問題3．7が肯定的に解決できれば、森夢空間Xは（2次元以上の部分が）森夢空間から
なる旗を持つ。この旗に関するglobal　Okounkov　bodyは有理凸になるはずである（詳し
く↓ま［Ok3］）。
　もっとも素朴なアイディアは、豊富因子を取ることであろう。これに関しては［S｜で証
明されているとおり、Xがある条件を満たす場合には任意の既約な豊富因子が森夢空間
になることがわかっている。具体的には、Cox環（対応するa伍ne多様体をγとする。）
のGITを考えたときにyu3（eVA）＝γ＼γss（eVA）（Aは任意のample因子）がγの中で
余次元3以上を持つという条件である。例えばXがPicard数1の場合はこの条件が成
立する。
　しかし、一般の森夢空間Xはその条件を満たさない。例えばtoricの場合、対応する扇
から任意に2つの1次元錐体を取ったとき、それらが張る錐体が再び扇に入るという条件
と同値になる（［SD。殆どのtoric多様体はそのような条件を満たさないことに注意する。
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　「余次元3以上」という条件は必須である。実際、非特異射影的toric多様体のample
因子が森夢空間にならない例が［Kaw］［Oglなどで挙げられている。残念ながら、問題3．7
は今のところ解決の方法がわからない状況である。
3．4　Fano型多様体のCox環による特徴付けなど
射影的t◎ric多様体は、　C◎x環が多項式環になるということで特徴付けられる（障K，
Cor◎∬ary　2．10］）。射影的t◎r輌c多様体はFano型であるので、同様の特徴付けをFan◎型
多様体について期待するのは自然である。これについて、権業一三内一高木（俊）氏との共同
研究［GOST］で解答を与えた。
定理3．8．射影的正規代数多様体Xが施πθ型であるための必要十分条件は、Xが森夢
空間でありかつそのOo¢環がIogお㎜仇α1特異点しか持たないことである。
　［GOST〕における定理3．8の証明は、標数0におけるlog　terminal性が正標数還元の強
F正則性と同値であるという結果（［HW，　The◎rem　3．9］）に基づいている。これにより定
理3．8の正標数版を証明すれば良いということになるのであるが、正標数版は証明が比較
的容易であるということがポイントである。証明において鍵になったのは、次の定理であ
る（［GOSTうTheorem　12D。
定理3．9．森夢空間Xが」吃πo型であるための必要十分条件は、Xが大域的弓凱F正則型
であることである。
　大域的強F正則性とは強F正則性の大域版であり、豊富因子の切断環が強F正則であ
ることと同値である（｛GOST，　Pr◎pos撮on　2．1◎D。殆ど全ての素数への還元が大域的強
F正則であるとき大域的強F正則型（of　globally　F－regular　type）と呼ぶのであるが、正
確な定義は［GOST，　De丘nition　2．13］や［SS］にゆずる。
　一般に、Fan◎型であれば大域的強F正則型であることが知られている［SS，　The◎rem
1．21。森夢空間を仮定すれば逆が成立するというのが定理3．9の主張である。森夢空間
を仮定しない場合これは未解決であるが、曲面の場合は正しいということが証明できる
［Ok2］。曲面の場合の証明を高次元化しようとすると、次の問題が気になる。
問題3．10．XがF有限な体（正標数）上定義された射影的代数多様体であるとする。　X
が大域的強F正則であるとき、Xは森夢空間か？
これも曲面の場合は正しい［Ok21。
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